
Ìîäåëèðîâàíèå âåêîâûõ ãåîìàãíèòíûõ âàðèàöèé.Ïðèíöèïû è ðåàëèçàöèÿ.Aíäðåé Õîõëîâ ∗12 íîÿáðÿ 2011 ã.ÀííîòàöèÿÂ ñòàòüå ïðèâåäåíû ñîâðåìåííûå âçãëÿäû íà ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü âåêîâûõ âàðèàöèéãëàâíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè è èçëîæåí àëãîðèòì åå ðåàëèçàöèè. Ïðîãðàììíûé êîä ðàç-ðàáîòàí àâòîðîì è ñâîáîäíî äîñòóïåí â ñåòè Èíòåðíåò. Â ðàìêàõ ïîñòðîåííîé ìîäåëè ìîæíîèññëåäîâàòü ïîÿâëåíèå ý��åêòîâ, òðàäèöèîííî îòíîñèìûõ ê íåñòàöèîíàðíûì, íàïðèìåð, ýêñ-êóðñîâ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîìèìî ýòîãî ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåòñÿ óäîáíîé äëÿ êîëè÷åñòâåííîéîöåíêè ÿâëåíèé çàíèæåíèÿ ìàãíèòíîãî íàêëîíåíèÿ â îñàäêàõ, à òàêæå äëÿ óòî÷íåíèÿ ñòàòè-ñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ òðàäèöèîííûõ ïàðàìåòðîâ, èñïîëüçóåìûõ â ãåîìàãíåòèçìå.ÂâåäåíèåÎñíîâíîé ïðîãðåññ â ïîíèìàíèè ïðèðîäû âåêîâûõ âàðèàöèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè íà íàøâçãëÿä ñòàë âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ ÿñíûì �îðìóëèðîâêàì òàê íàçûâàåìîãî �èãàíòñêîãî �àóñ-ñîâñêîãîà Ïðîöåññà (â îðèãèíàëå Giant Gaussian Proess), ïðåäëîæåííîãî â êà÷åñòâå ìîäåëè�.Ïàðêåðîì è Ê.Êîíñòàáëü [Constable,Parker 1988℄ â íà÷àëå 90-õ ãîäîâ ÕÕ âåêà. Äàëüíåéøèåóòî÷íåíèÿ â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè ñâîäèòñÿ ê îöåíêàì çíà÷åíèé åå ïàðàìåòðîâ ñ ïîìîùüþ ïîñòî-ÿííî ïîïîëíÿåìûõ ìèðîâûõ êîëëåêöèé àðõåî- è ïàëåîìàãíèòíûõ äàííûõ (íàïðèìåð [MagIC℄).�àçóìååòñÿ, ýòà ïðîâåðêà åùå äàëåêà îò çàâåðøåííîñòè è ìíîæåñòâî âîïðîñîâ ëèøü îæèäàþòîòâåòà, òåì íå ìåíåå ìåòîäîëîãè÷åñêèé ïðèíöèï, çàëîæåííûé â îñíîâó ìîäåëè, ïîõîæå, îñòàåòñÿíåèçìåííûì.Êàê èçâåñòíî, íàáëþäàåìîå ìàãíèòíîå ïîëå Çåìëè íåïîñòîÿííî âî âðåìåíè è õàðàêòåð åãî âà-ðèàöèé ñèëüíî çàâèñèò îò âûáîðà ðàçðåøåíèÿ (ìàñøòàáà) [Merrill è äð 1996℄. Ïðåäìåòîì íàñòîÿ-ùåé ñòàòüè ñëóæàò ãåîìàãíèòíûå âàðèàöèè â ìàñøòàáå îò íåñêîëüêèõ ëåò äî ïåðâûõ ìèëëèîíîâëåò, ïîèñê àäåêâàòíîãî èõ îïèñàíèÿ ñ âîçìîæíîñòüþ óñòàíîâëåíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ ïðèçíàêîâñõîäñòâà èëè ðàçëè÷èé ñïåêòðàëüíîãî ñîñòàâà ýòèõ âàðèàöèé äàâíî ïðèâëåêàåò èññëåäîâàòåëåé.Â ýòîé ñòàòüå áóäåò ðàññêàçàíî î âîçìîæíîñòè ñ�îðìóëèðîâàòü íà ÿçûêå ñòàòèñòèêè ìîäåëüïðîöåññà âåêîâûõ âàðèàöèé, â ÷àñòíîñòè î ïðèíöèïàõ ïîñòðîåíèÿ ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ, îòâå-÷àþùèõ ýòîé ìîäåëè. Êðîìå òîãî, â òàêèõ äàííûõ, ïîñòðîåííûõ êàçàëîñü áû â ðàìêàõ ãèïîòåçûñòàöèîíàðíîñòè, ìîæíî íàáëþäàòü ý��åêòû, êîòîðûå òðàäèöèîííî â ðàìêàõ ãåî�èçè÷åñêîãîñîîáùåñòâà ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîÿâëåíèÿ îñîáåííîãî, íåñòàöèîíàðíîãî ïîâåäåíèÿ �íàïðèìåð, ýêñêóðñèè ìàãíèòíîãî ïîëþñà.Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÎáùàÿ íåîáõîäèìîñòü ïîèñêà àäåêâàòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ ïðîöåññà âåêîâûõ âàðèà-öèé âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî íå�îðìàëüíîãî âîïðîñà: êàê êîëè÷åñòâåííî îöåíèòü ðàçëè÷èÿ (èëèäîêàçàòü, ÷òî çíà÷èìûõ ðàçëè÷èé íåò) â ïîâåäåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè â ðàçíûå ýïîõè? Ñî-âðåìåííûé åñòåñòâåííîíàó÷íûé ÿçûê èñïîëüçóåò èçìåðèìîñòü ðàçëè÷èé, ÷òî â êîíå÷íîì ñ÷åòåâûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî äàííûå ñîîòíîñÿòñÿ ñ íåêîòîðîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ è äëÿ êîíêðåò-íîãî íàáîðà äàííûõ êîëè÷åñòâåííî èçìåðÿåòñÿ èõ ñîîòâåòñòâèå (èëè íåñîîòâåòñòâèå) ìîäåëè. Â÷àñòíîñòè, åñëè ìîäåëü ñòàòèñòè÷åñêàÿ, òî äàííûå ñëåäóåò èçó÷àòü ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ âåðîÿò-íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê, êàê-òî: çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè, âû÷èñëÿåìûå
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â ïðîöåññå îáðàáîòêè äàííûõ è ò ï. Ñòàòèñòè÷åñêè äîñòîâåðíîå íåñîâïàäåíèå òàêèõ õàðàêòåðè-ñòèê äëÿ ðàçíûõ ýïîõ è áóäåò òðåáóåìûì àðãóìåíòîì î òîì, ÷òî ïîâåäåíèå ïîëÿ áûëî ðàçëè÷íî.Ñïåöè�èêà ïàëåîìàãíèòíûõ äàííûõ (êàê ïðàâèëî ñîäåðæàùèõ ëèøü íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ áåççíàíèÿ èõ äëèíû, òî åñòü äàííûå íå ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè, èõ íåëüçÿ íåïîñðåäñòâåííî ñêëàäûâàòü,óñðåäíÿòü è ò.ä.) òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ íåïàðàìåòðè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, ïîçâîëÿþùåéïðîâåðÿòü òåîðåòè÷åñêóþ ìîäåëü íà íåïîëíûõ âåêòîðíûõ äàííûõ î ìàãíèòíîì ïîëå. Â äàëü-íåéøèõ ïóáëèêàöèÿõ áóäåò ðàññêàçàíî î íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòàõ àâòîðà â îáëàñòè ðàçðàáîòêè èïðèìåíåíèÿ òàêèõ ìåòîäîâ ïðè ãèïîòåçå ñïðàâåäëèâîñòè ìîäåëè Êîíñòàáëü-Ïàðêåðà äëÿ âåêîâûõâàðèàöèé, íî â ýòîé ñòàòüå îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ïðèíöèïàìè è ãåî�èçè÷åñêèìè ìîòèâèðîâêàìè�îðìàëüíî-ìàòåìàòè÷åñêîé ñòîðîíû êîíñòðóêöèè.Ìîäåëè Êîíñòàáëü-Ïàðêåðà (îïðåäåëÿåìûå íåêîòîðûì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ) â ðóññêîÿçû÷íîéëèòåðàòóðå ïî-âèäèìîìó ñëåäóåò îáîçíà÷àòü Á�Ï (ïî àíàëîãèè ñ ñîêðàùåíèåì ≪Giant GaussianProess≫ äî GGP â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå), äëÿ èõ îïèñàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ÿçûê òåîðèè ñëó-÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ïî âîçìîæíîñòè ïîñòàðàåìñÿ äîïîëíÿòü �îðìàëüíî-ìàòåìàòè÷åñêèå ÷àñòèíàøåãî òåêñòà ïðèìåðàìè, êîòîðûå ìîãóò èëëþñòðèðîâàòü ãåî�èçè÷åñêóþ ñóòü äåëà.Íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà â ãåîìàãíåòèçìåÌàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèñòèêà îáû÷íî ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ñîñòàâëÿ-þò âûáîðêó; íå�îðìàëüíî ãîâîðÿ, âûáîðêà ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâè-ñèìûõ èçìåðåíèé ïðè ïîâòîðåíèè ýêñïåðèìåíòà â îäíèõ è òåõ æå óñëîâèÿõ. Ïðèêëàäíîé ñìûñëýòèõ (âûäåëåííûõ øðè�òîì) ïîíÿòèé âîâñå íå î÷åâèäåí è òðåáóåò ìíîæåñòâà ïîÿñíåíèé, ñðåäèêîòîðûõ âûáåðåì ñëåäóþùåå: ñòàòèñòè÷åñêàÿ âûáîðêà óñòðîåíà òàê, ÷òî ëþáîå åå ïîäìíîæåñòâîèç N ýëåìåíòîâ äîëæíî â ïðèíöèïå îáåñïå÷èòü îöåíêó íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ñ òî÷íîñòüþ,çàâèñÿùåé ëèøü îò N (à íå îò ïîäìíîæåñòâà). Ïðèìåíåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ �îðìóë îöåíèâàíèÿ êäàííûì, íå ÿâëÿþùèìñÿ âûáîðêîé, çàâåäîìî ïðèâåäåò ê (ìîæåò áûòü �àòàëüíûì) èñêàæåíèÿìâ îòâåòå, êîòîðûå îòíþäü íå èñ÷åçíóò ñ ðîñòîì îáúåìà äàííûõ.ÏðèìåðÏðèâû÷íîé îïåðàöèåé ïðè ðàáîòå ñ äàííûìè ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå èõ â âèäå ãèñòîãðàìì. Îäèíèç ïðîñòåéøèõ ýâðèñòè÷åñêèõ òåñòîâ, ïîêàçûâàþùèõ, ÷òî äàííûå íå ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ âûáîðêîé,ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàçäåëèòü âñå äàííûå íà äâà îäèíàêîâûõ ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà èñðàâíèòü âèä ñîîòâåòñòâóþùèõ ãèñòîãðàìì. Åñëè äâå �îðìû ñóùåñòâåííî (çäåñü òàêæå íóæíûóòî÷íåíèÿ) ðàçëè÷àþòñÿ, òî ýòî ñâèäåòåëüñòâî íàðóøåíèÿ ñâîéñòâ ñòàòèñòè÷åñêîé âûáîðêè.Ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðåíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëèíåëüçÿ îáúÿâèòü âûáîðêîé, õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî íàáëþäåíèÿ â áëèçêèõ ìîìåíòàõ âðåìåíè ( âáëèçêèõ ãåîãðà�è÷åñêèõ òî÷êàõ) çàâåäîìî ïðîäåìîíñòðèðóþò áëèçîñòü ( è òåì ñàìûì, çàâèñè-ìîñòü) çíà÷åíèé. Ïîýòîìó äëÿ ïðèìåíèìîñòè ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè äàííûõ â ãåîìàãíåòèçìåíåîáõîäèìî ñïåöèàëüíîå ïðåäïîëîæåíèå, ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîãî îñòàåòñÿ êëþ÷åâûì ìîìåíòîìäëÿ äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèé. Ýòî îñíîâíîå ïïðåäïîëîæåíèå (óâû, íå÷àñòî ïðîãîâàðèâàåìîåÿâíî ) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â çàïèñÿõ �ëàâíîãî Ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè ìîæíî âûäå-ëèòü âðåìåííûå ñåãìåíòû è ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçìåðû øàãà ïî âðåìåíè òàê, ÷òîáûäèñêðåòèçîâàííàÿ çàïèñü îáëàäàëà áû âñåìè ñâîéñòâàìè âûáîðêè ïî êðàéíåé ìå-ðå â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè, êîòîðóþ ìîãóò îáåñïå÷èòü ñòàòèñòè÷åñêèå �îðìóëû. Ýòîïðåäïîëîæåíèå íà ÿçûêå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíî â òåðìèíàõ ñâîéñòâñòàöèîíàðíîñòè è ýðãîäè÷íîñòè, à äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðâàëûâðåìåíè ïðèíÿòî ñîîòíîñèòü ñ ïåðèîäàìè ñòàáèëüíîé ïîëÿðíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Âñÿêèé ðàç,âïðî÷åì, òðåáóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç äàííûõ ñ òåì, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â îòñóòñòâèè èëèíàëè÷èè âíóòðåííèõ êîððåëÿöèé â äàííûõ.Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü âàðèàöèé Êîíñòàáëü è Ïàðêåðà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ëèøü äëÿ èí-òåðâàëîâ îïðåäåëåííîé ïîëÿðíîñòè ïîëÿ, à âîïðîñ î åå áîëåå øèðîêîé ïðèìåíèìîñòè (äëÿ ïðî-ìåæóòêîâ âðåìåíè, ïîêðûâàþùèõ íå îäèí õðîí, èëè, íàîáîðîò, äëÿ âåñüìà êîðîòêèõ èíòåðâàëîâíà êîòîðûõ êîððåëÿöèè èçìåðåíèé î÷åâèäíû) îñòàåòñÿ ïðåäìåòîì îáñóæäåíèÿ è ïðîâåðîê. Â ïî-ñëåäíåì ðàçäåëå ñòàòüè èìååòñÿ ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ (ðèñ.2, 3), êîòîðûåïîñòðîåíû äëÿ èíòåðâàëà 25000 ëåò ñ ðàçðåøåíèåì 5 ëåò, î÷åâèäíî ó÷èòûâàþùèì êîððåëÿöèþ;îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ îá èõ ðåàëèñòè÷íîñòè â ýòîì ìàñøòàáå.2



ÏðèìåðÂ êîíêðåòíîé ñèòóàöèè âîïðîñ, ïîäõîäÿò ëè äàííûå ïîä êðèòåðèè ñòàòèñòè÷åñêîé âûáîðêè èëèíåò, îñòàåòñÿ âî ìíîãîì ïðåäìåòîì ýâðèñòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé, äëÿ êîòîðûõ íà íàø âçãëÿä âè-çóàëèçàöèÿ äàííûõ ÷åðåçâû÷àéíî âàæíà. Íàïðèìåð äëÿ äðåâíèõ (1097 � 1108 ìëí ëåò) äàííûõ[Swanson-Hysell è äð. 2009℄ ðàññìîòðåíèå íàêëîíåíèé â ïîñëåäîâàòåëüíûõ 72 ïîòîêàõ (ïðèâåäåí-íûõ ê íîðìàëüíîé ïîëÿðíîñòè � èñõîäíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîëÿðíîñòü îòìå÷åíà ñèíèìè òî÷êàìè, àèñõîäíàÿ îáðàòíàÿ ïîëÿðíîñòü �- êðàñíûìè) äàåò ñëåäóþùóþ êàðòèíêó (ðèñ.1), Çäåñü íàëè÷èå
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 0  10  20  30  40  50  60  70  80�èñ. 1: Ïðèâåäåííûå ê íîðìàëüíîé ïîëÿðíîñòè äàííûå íàêëîíåíèé èç ëàâîâûõ ïîòîêîâ îçåðàKeweenawan. Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè ïîðÿäêîâûé íîìåð ïîòîêà.êîððåëÿöèé ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè íàêëîíåíèÿìè â ñîñåäíèõ ïîòîêàõ âèäíî íåâîîðóæåí-íûì âçãëÿäîì è îòòîãî âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòíþäü íå ïîõîæà íà âûáîðêó, íî çàòî îíà äàåòïðåäñòàâëåíèå î âåêîâûõ âàðèàöèÿõ â äðåâíþþ ýïîõó. Èíòåðåñíî, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùåé ñòàòüå[Swanson-Hysell è äð. 2009℄ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íèêàê íå îòìå÷åíî, ìåæ òåì àâòîð èñïîëüçîâàë áåçîãðàíè÷åíèé ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè ïî ýòèì äàííûì. Ïîäîáíîãî ðîäà òðóäíîñòè ÷àñòî (÷òîáû íåñêàçàòü � îáû÷íî) âñòðå÷àþòñÿ è â äðóãèõ ñòàòüÿõ.Âîïðîñ î ñîîòâåòñòâèè íàáîðà ïàðàìåòðîâ êîíêðåòíîé ìîäåëè Êîíñòàáëü-Ïàðêåðà ðåàëüíûìäàííûì, ðåøàåòñÿ ëèøü ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòè÷åñêîãî òåñòà, ïðèìåíåííîãî ê âûáîðêå äàííûõ. Êíàñòîÿùåìó âðåìåíè äëÿ ñîâðåìåííîé íàì ýïîõè ñòàáèëüíîé ïîëÿðíîñòè Áðþíåñ áûëî ïðåäëî-æåíî íåñêîëüêî ìîäåëåé, ðàçëè÷àþùèõñÿ ïî ñâîèì ïàðàìåòðàì; íèæå áóäåò ïîäðîáíî ðàññêàçàíîîá ýòèõ ìîäåëÿõ è îá èññëåäîâàíèÿõ âåäóùèõ ê îòáîðó îäíîé ìîäåëè ñðåäè ìíîãèõ.Îïèñàíèå �ëàâíîãî Ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè â òåðìèíàõ Á�Ï(â òåðìèíàõìîäåëè Êîíñòàáëü è Ïàðêåðà)Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êðàòêîñòè áóäåì óïîòðåáëÿòü (âñëåä çà àíãëîÿçû÷íîé òðàäèöèåé) àááðåâèà-òóðó Á�Ï äëÿ èçëîæåííîé â [Constable,Parker 1988℄ êîíñòðóêöèè. Ïðåäïîëàãàÿ èçâåñòíûì îáùååîïðåäåëåíèå ñ�åðè÷åñêîé ãàðìîíèêè ÷åðåç ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíê-öèè, íàïîìíèì, ÷òî â ãåîìàãíåòèçìå ïðèíÿòû ñïåöèàëüíûå ñîãëàøåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìíî-ãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà, à èìåííî:
Pm
l =

{

Pl,m m = 0
2(l−m)!
(l+m)! Pl,m m > 0ãäå Pl,m(cos θ) îáîçíà÷àþò àññîöèèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà îò àðãóìåíòà cos θ, ÿâíûå�îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ è çíà÷åíèé â êîíêðåòíûõ àðãóìåíòàõõîðîøî èçâåñòíû [Numerial Reipes℄.Îñíîâíàÿ èäåÿ èñïîëüçóåò òî, ÷òî â îáëàñòè ñâîáîäíîé îò èñòî÷íèêîâ (è â ìàãíèòîñòàòè÷åñêîìïðèáëèæåíèè ðàçóìååòñÿ) �ëàâíîå ìàãíèòíîå ïîëå Çåìëè ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî èç ïîòåíöèàëà

V , êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü ïðåäñòàâëåí ñóììîé ñ�åðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ñ êîý��èöèåíòàìè:
V (ℜ,Θ,Ψ) = a

∞
∑

l=1

l
∑

m=0

( a

ℜ
)l+1

(gml cosmΨ+ hm
l sinmΨ)Pm

l (cosΘ), (1)3



ãäå gml and hm
l îáû÷íî íàçûâàþòñÿ ãàóññîâûìè êîý��èöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ, à {ℜ,Θ,Ψ} ñòàí-äàðòíûå ãåîãðà�è÷åñêèå ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû 1 (ðàññòîÿíèå äî öåíòðà Çåìëè, êîøèðîòà èäîëãîòà), íàêîíåö a îáîçíà÷àåò çåìíîé ðàäèóñ. Ñëàãàåìûå ñ l = 1 íàçûâàþò äèïîëüíûìè, ñ l = 2íàçûâàþò êâàäðóïîëüíûìè è ò ä. Äëÿ ïîòåíöèàëà ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè êîý��èöèåíòû áûñòðîóáûâàþò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñ âîçðàñòàíèåì ñòåïåíè l, ñàìûì áîëüøèì, çíà÷èòåëüíî ïðå-âîñõîäÿùèì ïðî÷èå êîý��èöèåíòû, ÿâëÿåòñÿ êîý��èöèåíò g01. Ïî-äðóãîìó ýòîò �àêò âûðàæà-þò, ãîâîðÿ î ≪ïðåèìóùåñòâåííî äèïîëüíîì õàðàêòåðå≫ çåìíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîëíûé íàáîðêîý��èöèåíòîâ, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà, ñîñòàâëÿåò ïðîñòðàíñòâåííûé ñïåêòð ïî-òåíöèàëüíîãî ïîëÿ, îáû÷íî (ñì. [Mauersberger 1956℄) â êà÷åñòâå ýíåðãåòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêèóáûâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ âûáèðàþò âåëè÷èíó

Rn = (n+ 1)
n
∑

m=0

(gmn )2 + (hm
n )2Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî îñíîâîïîëàãàþùèõ ãèïîòåç î õàðàêòåðå ñïåêòðà ãåîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðèðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ ðàññìîòðåíèÿ (íàïðèìåð, ïðè îñðåäíåíèè çíà÷åíèé ïî èíòåð-âàëó âðåìåíè). Òàê â ÷àñòíîñòè â ïàëåîìàãíåòèçìå îñíîâíîé ñ÷èòàåòñÿ ãèïîòåçà îñåâîãî äèïîëÿãëàñÿùàÿ, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íîé äëèíå èíòåðâàëà îñðåäíåíèÿ ïîëÿ ïî âðåìåíè âñå êîý��èöèåíòû,êðîìå g01 ñòàíîâÿòñÿ ñëàáîîòëè÷èìû îò íóëÿ è òåì ñàìûì ñàìî ïîëå íåîòëè÷èìî îò äèïîëüíîãîñ ïîëþñàìè íà ãåîãðà�è÷åñêîì Ñåâåðå è ãåîãðà�è÷åñêîì Þãå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòà ãèïîòåçàõîòü è ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò îáñóæäåíèé, íî àëüòåðíàòèâíûõ ãèïîòåç íåìíîãî. Áîëåå òîíêèå äðóãèåãèïîòåçû î õàðàêòåðå ïðîñòðàíñòâåííîãî ñïåêòðà â áîëüøèõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè â äåñÿòêè èñîòíè òûñÿ÷ ëåò çàâåäîìî ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ, íî èõ ïðîâåðêà òðåáóåò î÷åíü áîëüøèõêîëëåêöèé äàííûõ.Âûðàæåíèå (1) ïîçâîëÿåò îïèñàòü âàðèàöèè ãåîìàãíèòíîãî ïîëÿ â òåðìèíàõ âàðèàöèé ≪ìî-äåëüíîãî âåêòîðà≫ k = {g,h} ñîñòàâëåííîãî èç ãàóññîâûõ êîý��èöèåíòîâ g = {g01, g11 , . . . , gml . . .},

h = {h1
1, h

1
2, . . . , h

m
l . . .}. Õàðàêòåð ýòèõ âàðèàöèé â ìîäåëè Êîíñòàáëü-Ïàðêåðà îïðåäåëåí òåì,÷òî k = {g,h} ïîëàãàåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì ñòàöèîíàðíûì ýðãîäè÷åñêèì ãàóññîâñêèì ïðîöåñ-ñîì, èíûìè ñëîâàìè ëþáàÿ n-ìåðíàÿ ïðîåêöèÿ ýòîãî âåêòîðà åñòü n-ìåðíûé ãàóññîâñêèé ïðîöåññ(êîòîðûé, êàê èçâåñòíî, îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé E(k) è êîâàðèàöè-îííîé ìàòðèöåé Cov(k,k) = [cov(kα, kβ)], ñîñòàâëåííîé èç ýëåìåíòîâ cov(gji , g

l
k), cov(hj

i , h
l
k) è

cov(gji , h
l
k)), â ÷àñòíîñòè ëþáîé êîý��èöèåíò gml ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ñòàöèîíàðíûé ãàóññîâñêèéïðîöåññ, ñî ñâîèì ñðåäíèì è ñâîåé àâòîêîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé.Îáñóæäåíèå ïðèíöèïîâ ìîäåëèðîâàíèÿÏîñòóëàò î òîì, ÷òî â ìîäåëü çàêëàäûâàåòñÿ èìåííî ãàóññîâñêèé ïðîöåññ (â ÷àñòíîñòè, âñå âûáîð-êè êîý��èöèåíòîâ gml , hm

l äîëæíû èìåòü ðàñïðåäåëåíèå �àóññà (íîðìàëüíûé çàêîí) â ïðèíöèïåñòàòèñòè÷åñêè ïðîâåðÿåì, íî íà ïðàêòèêå ýòî ÷åðåçâû÷àéíî òðóäíî îñóùåñòâèìî, ïîñêîëüêó êîý�-�èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëà ïî ñ�åðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì íåïîñðåäñòâåííî íå íàáëþäàåìû� äëÿ èõ ñêîëü-ëèáî òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ òðåáóåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé îáúåì íàáëþäåíèé, ïî-äîáíî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ ïðè ïðîèçâîäñòâå IGRF-ìîäåëåé. Ýòîò ïîñòóëàò íå ïðîòèâîðå÷èòòîìó, ÷òî âðåìåííûå âàðèàöèè âåêòîðà ïîëÿ â çàäàííîé òî÷êå äàþò ðàñïðåäåëåíèå �àóññà (âîòýòîò �àêò áîëåå-ìåíåå ïðîâåðåí), èáî ñîãëàñíî Öåíòðàëüíîé Ïðåäåëüíîé Òåîðåìå òåîðèè âåðî-ÿòíîñòåé ñóììà ìíîãèõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ �àóññà ïðèâûïîëíåíèè íåêîòîðûõ äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèé. Íàïðîòèâ, èç ãàóññîâñêîãî õàðàêòåðà âàðè-àöèé âåêòîðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðÿìî íå ñëåäóåò, ÷òî âûáîðêè êîý��èöèåíòîâ gml , hm
l äîëæíûáû èìåòü ðàñïðåäåëåíèå �àóññà, � òî åñòü â ìîäåëü çàëîæåíî äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå,êîòîðîå â íàñòîÿùèé ìîìåíò íà ðåàëüíûõ äàííûõ ïðîâåðÿòü ÷åðåçâû÷àéíî íåïðîñòî.Äåëàëèñü ïîïûòêè îöåíèòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ gml , hm

l äëÿ ñèíòåòè÷åñêèõäàííûõ, ïîëó÷åííûõ èç âû÷èñëèòåëüíûõ2 ìîäåëåé [Bouligand è äð. 2005℄, îäíàêî â ýòîì âåñüìàñïåöèàëüíîì ñëó÷àå íàáëþäàëîñü ñêîðåå ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ(òî åñòü íàáëþäàëîñü ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà ïî �îðìå ïîäîáíîå exp(−|x|)), íåæåëè ãàóññîâîóáûâàíèå ( ïî �îðìå ïîäîáíîå exp(−x2)). Êîíå÷íî, ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îòíîñèòñÿ íå ê ðåàëüíûì1ýòè îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ãåîãðà�è÷åñêèõ êîîðäèíàò âûáðàíû ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â äàëüíåéøåì ïîòðåáóþòñÿ äðóãèåñèñòåìû ëîêàëüíûõ ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò, îòíåñåííûõ ê ãåîãðà�è÷åñêîìó ïîëîæåíèþ2ÿâíî èñïîëüçóþùèõ ýòè êîý��èöèåíòû 4



äàííûì ãåîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïîòîìó íå ìîæåò ñëóæèòü îñíîâàíèåì îòáðîñèòü ñàìó èäåþ Á�Ïêàê íåñîñòîÿòåëüíóþ.Òî, ÷òî ïðîöåññ èìååò êîðîòêóþ ïàìÿòü (òî åñòü áûñòðî óáûâàþùóþ ïî âðåìåíè àâòîêîð-ðåëÿöèîííóþ �óíêöèþ) ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì ïî îáðàáîòêå èñòîðè÷åñêèõ è àðõåîìàãíèò-íûõ çàïèñåé � ñì. íàïðèìåð, [Hulot, Le Mou�el 1994℄, [Hongre è äð. 1998℄. Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî êàêïðàâèëî ïàëåîìàãíèòíûå çàïèñè ïî ëàâàì ðàçäåëåíû âî âðåìåíè íà âåëè÷èíó, áîëüøóþ íåñêîëü-êèõ ñîòåí ëåò, èìåþòñÿ îñíîâàíèÿ íàäåÿòüñÿ, ÷òî ïàëåîìàãíèòíûå äàííûå âî âðåìåíè îáû÷íîïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ âûáîðêó (ñì. îäíàêî (ðèñ.1)). Òèïè÷íûå ïðåäïîëîæåíèÿ (îäíàêî æå çà-ñëóæèâàþùèå äàëüíåéøèõ óòî÷íåíèé) î õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âðåìåíàõ ïàìÿòè ïðîöåññà áûëèïðåäëîæåíû (ñì. â [Hulot, Le Mou�el 1994℄, [Hongre è äð. 1998℄) èñõîäÿ èìåííî èç ðåàëüíûõ äàí-íûõ:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

2000 451 400 355 315 279 248 220 195 153 173 136 120Òàáëèöà 1: Äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñòåïåíè n îöåíêè â ãîäàõ èíòåðâàëà âðåìåíè, âíå êîòîðî-ãî êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ïðîöåññîâ gmn (t),hm
n (t) ïðåíåáðåæèìî ìàëà. Çàâèñèìîñòè îò m íåïðåäïîëàãàåòñÿ.Âèä êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû â èçâåñòíûõ îïóáëèêîâàííûõ ìîäåëÿõ (ñì. äàëåå ïî òåêñòó)äëÿ ýïîõè Áðþíåñ áûë âûáðàí äèàãîíàëüíûì, òî åñòü ðàçíûå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïîñ�åðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì �- âçàèìíî íåêîððåëèðîâàííûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû. Íà ñàìîì äåëåýòî îçíà÷àåò íàëè÷èå äîâîëüíî åñòåñòâåííûõ ñèììåòðèé ìîäåëè îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû ãåîãðà-�è÷åñêèõ êîîðäèíàò {ℜ,Θ,Ψ}, ïîäðîáíåå ïðî ýòî ñì. [Ekhardt 1984℄, [Bouligand, Hulot 2005℄, àòàêæå [Hulot, Le Mou�el 1994℄).×òî êàñàåòñÿ ÿâíîãî âèäà êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè, òî çäåñü åñòü èçâåñòíûé ïðîèçâîë, â íà-ñòîÿùèé ìîìåíò íåèçáåæíûé ïî ïðè÷èíàì íåâîçìîæíîñòè ïðÿìîãî íàáëþäåíèÿ êîý��èöèåíòîâðàçëîæåíèÿ, î ÷åì óæå ãîâîðèëîñü âûøå. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëîãè÷íûì ðàññìîòðèâàòü íåñêîëüêîïðîñòåéøèõ ñëó÷àåâ ìîäåëüíûõ àâòîêîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé, íàïðèìåð, èõ ýêñïîíåíöèàëüíîå èãàóññîâñêîå óáûâàíèå ïî âðåìåíè, íàïðèìåð, ïîëîæèòü àâòîêîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ äëÿ gmn (t)( èëè hm

n (t)) ñîâïàäàþùåé ñ K(s) = e−
|s|
λ èëè K(s) = e−

1

2 (
s

λ )
2 , ãäå çíà÷åíèå λ = λn âûáèðàåòñÿ âñîîòâåòñòâèè ñ òåì, ÷òî â òàáëèöå (1) ïðèâåäåíà âåëè÷èíà 3λn ïàìÿòè ïðîöåññà.Ïàðàìåòðû êîíêðåòíûõ ìîäåëåéÈçëîæåííûé âûøå �îðìàëèçì îçíà÷àåò, ÷òî âåêîâûå âàðèàöèè ïî êðàéíåé ìåðå íà óðîâíå ðàñ-ñìîòðåíèÿ âûáîðîê ïàëåîìàãíèòíûõ äàííûõ ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü êàê ðåàëèçàöèþ (â äèñ-êðåòíîì âðåìåíè) ñòàöèîíàðíîãî ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà k(t). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàäàíèå ñòàöè-îíàðíîãî ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ñâîäèòñÿ ê çàäàíèþ ñðåäíèõ E(gji ), E(hl

k) ïðîöåññà è ýëåìåíòîâêîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû Cov(k,k) = [cov(kα, kβ)]. Â ïðèëîæåíèÿõ èìåþò ìåñòî äâà äîïîëíè-òåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿ î âçàèìíîé íåçàâèñèìîñòè ýëåìåíòîâ è î òîì, ÷òî àâòîêîððåëÿöèîííàÿ�óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ñâîåé ñòåïåíüþ (íî íå ïîðÿäêîì) è â ÷àñòíîñòè:
cov(hj

i , h
l
k) = cov(gji , g

l
k) = δikδjlσ

2
k (2)

cov(gji , h
l
k) ≡ 0 (3)Îïóáëèêîâàííûå ìîäåëè CP, QC, CJ, JC è TK ñõîäíû ïî ìíîãèì õàðàêòåðèñòèêàì. Â íèõ âñåìàò.îæèäàíèÿ êðîìå E(g01) è E(g02) èìåþò íóëåâûå çíà÷åíèÿ, êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà âñåãäàäèàãîíàëüíà Cov(gmn , gmn ) = Cov(hm

n , hm
n ) = (σm

n )2, ïðè ýòîì ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà âèäîèçìåíåíà âìîäåëè JC, äëÿ êîòîðîé Cov(g12 , g
1
2) = (σ(g12))

2 and Cov(h1
2, h

1
2) = (σ(h1

2))
2. Âî âñåõ ìîäåëÿõ êðîìåîäíîé ïðè n > 3, ïàðàìåòðû σm

n íå çàâèñÿò îò m è âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëå σm
n = σn, ãäå σn =

α(c/a)n/((n+1)(2n+1))1/2. Îñîáíÿêîì ñòîèò ìîäåëü TK, â êîòîðîé σm
n = σn äëÿ ÷åòíûõ çíà÷åíèé

(n−m) è σm
n = βσn äëÿ íå÷åòíûõ (n−m). Â òàáëèöå (2) ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõïàðàìåòðîâ. Îïèñàíèå ìîäåëè CP èìååòñÿ â [Constable,Parker 1988℄, ñîîòâåòñòâåííî, îïèñàíèÿìîäåëåé QC, ÑJ, JC è TK ìîæíî íàéòè â [Quidelleur, Courtillot 1996℄, [Constable, Johnson 1999℄,[Johnson, Constable 1996℄ è [Tauxe, Kent 2004℄. 5



CP QC CJ JC TK
E(g01) -30.0 -30.0 -30.0 -30.0 -18.0
E(g02) -1.8 -1.2 -1.5 -1.5 0.0
σ0
1 3.0 3.0 11.72 11.72 6.36

σ1
1 3.0 3.0 1.67 1.67 1.67

σ0
2 2.14 1.3 1.16 1.16 0.58

σ
(

g12
) 2.14 4.3 4.06 1.16 2.20

σ
(

h1
2

) 2.14 4.3 4.06 8.12 2.20
σ2
2 2.14 1.3 1.16 1.16 0.58

α 27.7 27.7 15.0 15.0 7.5
β 3.8Òàáëèöà 2: Ïàðàìåòðû ìîäåëåé CP, QC, CJ, JC è TK. Åäèíèöû èçìåðåíèÿ âñþäó µT , êðîìåáåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà β, çàäåéñòâîâàííîãî â ìîäåëè TK.Áîëüøîé �àóññîâñêèé ïðîöåññ è ïîâåäåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ â âûáðàííîéãåîãðà�è÷åñêîé òî÷êåÄëÿ êàæäîé òî÷êè q ñ êîîðäèíàòàìè (ℜ,Θ,Ψ), âåêòîð ïîëÿ â òî÷êå âû÷èñëÿåòñÿ èç ëèíåéíîãî ïîêîý��èöèåíòàì gml è hm

l ñîîòíîøåíèÿ:
B(q) = B(ℜ,Θ,Ψ) = −gradV (ℜ,Θ,Ψ)èíûìè ñëîâàìè äëÿ êàæäîé òî÷êè q èìååòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð A(q) îòîáðàæàþùèé k â B(q):

B(q) = A(q)kÏîñêîëüêó â ìîäåëè Á�Ï ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà k (èëè åãî êîíå÷íîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè)ïðåäïîëàãàåòñÿ ãàóññîâûì, òî èç âçàèìíîé íåêîððåëèðîâàííîñòè (ñì. îäíàêî âûøå çàìå÷àíèå îÖåíòðàëüíîé Ïðåäåëüíîé Òåîðåìå) ðàñïðåäåëåíèå òðåõìåðíîãî âåêòîðà ïîëÿ B(q) òàêæå ãàóññî-âî, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ äåâÿòüþ âåùåñòâåííûìè ïàðàìåòðàìè: òðè îòâå÷àþò ñðåäíåìó âåêòîðó
E(B), à îñòàëüíûå øåñòü ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì ñèììåòðè÷íîé 3 × 3 -ìàòðèöû êîâàðèàöèé.
Cov (B,B). Ñ ïàðàìåòðàìè k̄ = E(k) è Cov(k,k) ñâÿçü îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëàìè:

E (B(q)) = A(q)E(k) = A(q)k̄ (4)
Cov (B(q),B(q)) = A(q)Cov(k,k)A(q)T (5)êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè òåñòèðîâàíèè êîíêðåòíîé ìîäåëè Á�Ï ïîñðåäñòâîì ñðàâíå-íèÿ âûáîðêè ñëó÷àéíûõ åå çíà÷åíèé ñ âûáîðêîé ðåàëüíûõ äàííûõ. �åàëèçàöèÿ ýòîãî ïîäõîäà âïðèìåíåíèè ê ðåàëüíûì äàííûì ñîäåðæèò åùå îäíó òðóäíîñòü, ñâÿçàííóþ ñ òåì, ÷òî ðåàëüíûåäàííûå êàê ïðàâèëî íåïîëíû è ïðåäñòàâëÿþò ëèøü íàïðàâëåíèÿ. Ñòàòèñòèêà íàïðàâëåíèé ïðåä-ïîëàãàåò èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ðàñïðåäåëåíèé íà äâóìåðíîé ñ�åðå ìåòîäàìè íåïàðàìåòðè÷åñêîéñòàòèñòèêè, êîòîðûå îáû÷íî íå âõîäÿò â ñòàíäàðòíûå ó÷åáíèêè èëè ñïðàâî÷íèêè. Ìåòîäèêà ðàáî-òû ñ äàííûìè ïî íàïðàâëåíèÿì â ïðåäïîëîæåíèè ñïðàâåäëèâîñòè ìîäåëè Á�Ï áóäåò ïðåäìåòîìñëåäóþùåé ïóáëèêàöèè.Ïîñòðîåíèå ãåíåðàòîðà ìîäåëüíûõ äàííûõÍàïîìíèì, ÷òî â ëþáîé òî÷êå {ℜ,Θ,Ψ} èìååòñÿ ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà åâêëèäîâûõ êîîðäèíàò, çàäàí-íûõ íàïðàâëåíèÿìè North-East-Down, îïðåäåëÿåìûìè êàê ïàðà êàñàòåëüíûõ ê ñîîòâåòñòâóþùåéñ�åðå è íàïðàâëåíèåì, ïðîòèâîïîëîæíûì ðàäèóñ-âåêòîðó. Ôîðìóëà (1) óêàçûâàåò, êàê ïîëó÷èòüìãíîâåííîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà ïîëÿ â çàäàííîé ãåîãðà�è÷åñêîé òî÷êå. Íåáîëüøàÿ ìîäè�èêà-öèÿ ýòîé �îðìóëû äàåò ïðåäñòàâëåíèå åâêëèäîâûõ êîîðäèíàò (â óêàçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò)ìãíîâåííîãî çíà÷åíèÿ âåêòîðà ïîëÿ â çàäàííîé ãåîãðà�è÷åñêîé òî÷êå : äåéñòâèòåëüíî äîñòàòî÷íîÿâíî âûïèñàòü ãðàäèåíò êàæäîãî ñëàãàåìîãî èç �îðìóëû (1), ñóììà ãðàäèåíòîâ äàåò ñ îáðàòíûì
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 0  5000  10000  15000  20000  25000�èñ. 2: Ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè íàêëîíåíèÿ (â ãðàäóñàõ) çà 25000 ëåò â ìîäåëÿõ TK (òîíêàÿëèíèÿ) è QC (æèðíàÿ ëèíèÿ) äëÿ 30◦N (íèæíèé ãðà�èê) è 60◦N (âåðõíèé ãðà�èê).çíàêîì âåêòîð ïîëÿ B(t) = −∇V (t):




BN (t)
BE(t)
BD(t)



 = −
∞
∑

l=1

l
∑

m=0

gml (t)





(Pm
l )′(cosΘ) · cosmΨsinΘ

−mPm
l (cosΘ) · sinmΨ/ sinΘ

(1 + l)Pm
l (cosΘ) · cosmΨ





( a

ℜ
)l+2

−
∞
∑

l=1

l
∑

m=1

hm
l (t)





(Pm
l )′(cosΘ) · sinmΨsinΘ

mPm
l (cosΘ) · cosmΨ/ sinΘ

(1 + l)Pm
l (cosΘ) · sinmΨ





( a

ℜ
)l+2

(6)Îòñþäà âûòåêàåò èäåÿ ãåíåðàöèè âûáîðêè ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ: äëÿ èçáðàííîãî êîíå÷íîìåð-íîãî ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñòîëüêî íåçàâèñèìûõ ãåíåðàòîðîâ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë,ñêîëüêî ðàññìàòðèâàåòñÿ êîý��èöèåíòîâ gml , hm
l (ïðèâû÷íåå îïåðèðîâàòü ñòåïåíüþ ðàçëîæåíèÿ,â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ìîäåëè ñòåïåíè n ïîòðåáóåòñÿ (n+ 1)2 − 1 ãåíåðàòîð, äàëåå �îðìóëà (1) äàñòâûáîðêó ïîòåíöèàëîâ è, íàêîíåö, �îðìóëà 6, âûðàæàþùàÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà ãðàäèåíòà â äàí-íîé òî÷êå q ÷åðåç êîý��èöèåíòû gml , hm

l äîñòàâèò îêîí÷àòåëüíóþ âûáîðêó âåêòîðîâ ïîëÿ . Ýòàäîñòàòî÷íî ïðîñòàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü íåñêîëüêî îáîáùåíà, ñ òåì, ÷òîáû ïîñòðîèòü ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü âåêòîðîâ ïîëÿ íå îáÿçàòåëüíî ðàçíåñåííûõ ïî âðåìåíè íà ðàññòîÿíèå áîëüøå ïàìÿòèÁ�Ï, èíà÷å ãîâîðÿ, ñãåíåðèðîâàòü ñèíòåòè÷åñêèå äàííûå èõ ñ ëþáûì çàäàííûì âðåìåííûì øà-ãîì. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûñòðîèòü çíà÷åíèÿ âî âðåìåíè êàæäîãî èç êîý��èöèåíòîâ gml (t),
hm
l (t) ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâóþùèõ àâòîêîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé. Ýòîò øàã � ïîñòðîåíèå çíà÷å-íèé âî âðåìåíè ñòàöèîíàðíîãî ãàóññîâà ïðîöåññà ñ çàäàííîé àâòîêîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé � íåñòîëü óæ î÷åâèäåí è ïîýòîìó îïèøåì åãî çäåñü ïîäðîáíåå.�åíåðàòîð ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ çàäàííîé àâòîêîððåëÿöèåéÍà÷íåì ñ òîãî, ÷òî íàïîìíèì îïðåäåëåíèå (àâòî)êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè kξ(τ) = Kξ(t + τ, t)ñòàöèîíàðíîãî (âîîáùå ãîâîðÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîãî) ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ξ(t), ãäå

Kξ(t1 +∆t, t2 +∆t) = Kξ(t1, t2) = cov(ξ(t1), ξ(t2)) = E(ξ(t1)ξ(t2))7



Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ðàññòàíîâêó êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ: äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ τ áîëåå ðàí-íèé ìîìåíò âðåìåíè áåðåòñÿ ñ ñîïðÿæåíèåì, à äëÿ îòðèöàòåëüíûõ τ � íàîáîðîò. Â íàøåì ñëó÷àåðàññìàòðèâàåìûé ãàóññîâñêèé ïðîöåññ âåùåñòâåííîçíà÷íûé è ïîòîìó kξ(τ) = kξ(−τ). �àññìîòðèìáûñòðîóáûâàþùóþ (÷òîáû îáåñïå÷èòü ñóùåñòâîâàíèå âñåõ íåîáõîäèìûõ èíòåãðàëîâ ïî ïðÿìîé)÷åòíóþ âåùåñòâåííîçíà÷íóþ �óíêöèþ R(t) = R(−t) è ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t), îïðåäåëÿåìûé èí-òåãðàëîì ïî ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé ìåðå ∫ +∞

−∞
R(t−s)dX(s), ãäåX(s) îáîçíà÷àåò ïðîöåññ áðîóíîâ-ñêîãî äâèæåíèÿ. Äëÿ ïðîñòîòû, ÷òîáû íå âíèêàòü â äåòàëè ñâîéñòâ ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà,ìîæíî ðàññìàòðèâàòü (äèñêðåòíûé àíàëîã âûðàæåíèÿ ñî ñòîõàñòè÷åñêèì èíòåãðàëîì) ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí αn è ξ(t) =

∑+∞
−∞ R(t−n)αn.Êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ kξ(τ) ïðîöåññà ξ(t) ÿâíî âû÷èñëÿåòñÿ â òåðìèíàõ �óíêöèè R, ïðèâåäåìçäåñü ýòî âû÷èñëåíèå (â äèñêðåòíîì ñëó÷àå):

E

(

+∞
∑

−∞

R(n+ τ)αn

+∞
∑

−∞

R(n)αn

)

=

+∞
∑

−∞

R(n+ τ)R(−n) =

+∞
∑

−∞

R(τ −m)R(m)ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé ñâåðòêîé, à â íåïðåðûâíîì âàðèàíòå îíî ïðèìåò âèä
∫ +∞

−∞
R(τ − s)R(s)ds. Òàêèì îáðàçîì, åñëè èçâåñòíî ïðåäñòàâëåíèå çàäàííîé �óíêöèè k(τ) â âè-äå ñâåðòêè k(τ) = R ∗ R =

∫ +∞

−∞
R(τ − s)R(s)ds, òî èñïîëüçóÿ óêàçàííóþ âûøå �îðìóëó äëÿñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t) ïîëó÷èì k(τ) = kξ(τ).Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ξ(t) íàäî ïðåäúÿâèòü ÿâíî ïðåäñòàâëåíèå æåëàå-ìîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè â âèäå ñâåðòêè R∗R, è âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ñòîõàñòè÷åñêèéèíòåãðàë èëè åãî îöåíêó ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ.ÏðèìåðÕîðîøî èçâåñòíî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ñâåðòêè äâóõ ãàóññèàí:

e−t2 ∗ e−t2 =

+∞
∫

−∞

e−(s−t)2e−t2dt =

√

π

2
e−s2/2òàêèì îáðàçîì ðåøåí âîïðîñ î ìîäåëèðîâàíèè ñòàöèîíàðíîãî ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ñ êîððåëÿ-öèîííîé �óíêöèåé k(τ) = e−τ2/2: â äàííîì ñëó÷àå R(t) = 4

√

2/πe−t2Â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè ïîèñê íåîáõîäèìîãî âûðàæåíèÿ äëÿ R ìîæåò âåñòèñü èñõîäÿ èç �îð-ìóë Áîðåëÿ, ñâÿçûâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ̥ [f(t)] =
∫ +∞

−∞
f(t)e−2πistdt (ýòà âåðñèÿ èíòå-ãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñîîòâåòñòâóåò òðàäèöèÿì òåîðèè ñèãíàëîâ) ñ ïðîèçâåäåíèåì èñâåðòêîé:

̥ [f(t)g(t)] = ̥ [f(t)] ∗̥ [g(t)] ; ̥ [f(t)]̥ [g(t)] = ̥ [f(t) ∗ g(t)]ÏðèìåðÏðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ñì. íàïðèìåð,[Abramovitz, Stegun 1964℄) �óíêöèè 2/(1+4π2t2) äàåò e−|s|,à ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå �óíêöèè√2/(1 + 4π2t2) äàåò√2K0(|s|)/π ,ãäåK0() îáîçíà÷àåò �óíêöèþÁåññåëÿ. Òàêèì îáðàçîì, âûáèðàÿ R(t) =
√
2K0(|t|)/π ïîëó÷èì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ñëó÷àéíûéïðîöåññ ξ(t), îïðåäåëÿåìûé (ñì. âûøå) èíòåãðàëîì ïî ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé ìåðå áóäåò èìåòüýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùóþ êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ.Ïðàêòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äàííûõ.Â ñèëó èçëîæåííîãî âûøå, äîñòàòî÷íî ñëîæíîå ìîäåëüíîå ïîâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíèâåêòîðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ B(ℜ,Θ,Ψ, t) ìîæåò áûòü âîñïðîèçâåäåíî ïóòåì íåêîòîðîãî ïðåîáðàçî-âàíèÿ äàííûõ, ïîëó÷åííûõ èç äîñòàòî÷íî ñòàíäàðòíîãî è ëåãêîäîñòóïíîãî ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíûõ÷èñåë. Ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà òàêèõ ìîäåëüíûõ äàííûõ òåì ñàìûì îêàçûâàþòñÿ âû÷èñëèòåëü-íî ïðîâåðÿåìûìè, áëàãî ìîäåëüíûå äàííûå â ïðèíöèïå íå îãðàíè÷åíû â êîëè÷åñòâå èëè â òî÷íî-ñòè. Ïðè ýòîì ðÿäå ñëó÷àåâ ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïàðàìåòðîâ ìîæíî è òåîðåòè÷åñêè âûâåñòèèç ñâîéñòâ Á�Ï. Ïðÿìîå ñðàâíåíèå ìîäåëüíûõ äàííûõ ñ ðåàëüíûìè ïðåäñòàâëÿåò îòäåëüíûéèíòåðåñ, íî â ïåðâóþ î÷åðåäü èíòåðåñíî ïðîâåðèòü ñâîéñòâà íåêîòîðûõ øèðîêîèñïîëüçóåìûõ âïàëåîìàãíåòèçìå ïàðàìåòðîâ, ðàññ÷èòàííûõ íà îñíîâå äàííûõ. Ñòàòèñòè÷åñêîå ïîâåäåíèå òàêèõ8
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 0  5000  10000  15000  20000  25000�èñ. 3: Ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè èíòåíñèâíîñòè (µT ) çà 25000 ëåò â ìîäåëÿõ TK (òîíêàÿ ëèíèÿ)è QC (æèðíàÿ ëèíèÿ) äëÿ 30◦N (íèæíèé ãðà�èê) è 60◦N (âåðõíèé ãðà�èê).ïàðàìåòðîâ (íàïðèìåð: òîãî æå VGP) îáû÷íî äîñòàòî÷íî íåïðîñòî âûâåñòè àíàëèòè÷åñêè äàæåäëÿ ìîäåëåé, íî çàòî íåñëîæíî ýêñïåðèìåíòàëüíî âû÷èñëèòü, ïðîñòî îáðàáîòàâ äîñòàòî÷íî áîëü-øîé íàáîð ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ. Äàëåå ñðàâíèâàÿ ñòàòèñòè÷åñêîå ïîâåäåíèå äâóõ ïàðàìåòðîâ,ðàññ÷èòàííûõ èç ðåàëüíûõ è ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ, ìîæíî áóäåò ñóäèòü î òîì, óêëàäûâàþòñÿ ëèðåàëüíûå äàííûå â ãëîáàëüíóþ ìîäåëü (òó, êîòîðóþ èñïîëüçîâàëè äëÿ ñèíòåçèðîâàíèÿ äàííûõ).Íà ñåãîäíÿ ðàñïðîñòðàíåííûì è óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ îáðàáîòêè äàííûõ ÿâëÿåòñÿ ïàêåòMATLAB, ñ åãî ïîìîùüþ àâòîðîì èçãîòîâëåíà ïðîãðàììà äëÿ ãåíåðàöèè ðåàëèçàöèé Áîëüøîãî�àóññîâñêîãî Ïðîöåññà (ïðè ðàçíûõ ïàðàìåòðàõ). Ñîîòâåòñòâóþùèå òåêñòû ïðîãðàìì ãåíåðàöèèâûëîæåíû äëÿ ñâîáîäíîãî ñêà÷èâàíèÿ â ñåòè Èíòåðíåò íà ñàéòå http://paleomag.ifz.ru.Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì îõâàòûâàþùóþ 25 òûñÿ÷ ëåò ðåàëèçàöèè Á�Ï äëÿ ìîäåëåé TK èQC (ñì. ñîîòâåòñòâåííî [Tauxe, Kent 2004℄, [Quidelleur, Courtillot 1996℄ ) ñ øàãîì ðàçðåøåíèÿ ïîâðåìåíè 5 ëåò è ïîñòðîèì ïî ýòèõ äâóõ ðåàëèçàöèé êàðòèíêè ýâîëþöèè âî âðåìåíè íàêëîíåíèÿ
I (ðèñ. 2) è èíòåíñèâíîñòè F (ðèñ. 3) íà ðàçíûõ øèðîòàõ (ïîêàçàíû 30◦N è 60◦N) . Èíòåðåñíî,÷òî íåñìîòðÿ íà ñòàöèîíàðíûé õàðàêòåð Á�Ï, â ðàññìàòðèâàåìûõ ïàðàìåòðàõ ìû íàáëþäàåì,íàïðèìåð, ýêñêóðñèè, êîòîðûå òðàäèöèîííî ïðèíÿòî ñîîòíîñèòü ñ ïðîÿâëåíèÿìè íåñòàöèîíàðíî-ñòè; âèäíà òàêæå íåêîòîðàÿ ðàçíèöà â ïîâåäåíèè, îïðåäåëÿåìàÿ íåñîâïàäåíèåì ïàðàìåòðîâ ýòèõìîäåëåé. Áîëåå ïîäðîáíûé àíàëèç ïîäîáíûõ ðåàëèçàöèé ñ öåëüþ îöåíêè âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâìîäåëè íà ïðèâû÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû, îòâå÷àþùèå ñèíòåçèðîâàííûì äàííûì, áóäåòïðåäìåòîì ñëåäóþùèõ ïóáëèêàöèé. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ñòàòüè ñîñòîèò â ÿâíîì ïðåäúÿâëå-íèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è åå ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ñ öåëüþ äàëüíåéøåãî ñòàòèñòè÷åñêè-êîððåêòíîãî îòáîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåàëüíûõ äàííûõ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[Abramovitz, Stegun 1964℄ Abramovitz M. Stegun I. Handbook of mathematial funtions withformulas, graphs, and mathematial tables, New York, (1964)9
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